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Тема 1. Статика.  

 1.1. Основные понятия статики  
          Механика – наука о движении материальных тел. Под движением мы по-

нимаем происходящее с течением времени их перемещение в пространстве. Дви-

жение в более широком смысле слова (изменение состояния материальных тел, 

живых организмов и т.д.) является предметом изучения других наук (физики, хи-

мии и т.д.). Перемещение тел в отличие от других форм движения называется ме-

ханическим движением. В теоретической механике исследуются общие законы 

механического движения материальных тел. Применение механики к решению 

специальных технических задач (исследование прочности сооружений, изучение 

движения машин и т.д.) составляет содержание различных отделов механики при-

кладной. В зависимости от свойств тел различают механику твердого тела, меха-

нику упругой среды, механику жидкостей и газов (гидро и аэромеханику), кван-

товую механику.  

          Теоретическая механика служит базой, основой других разделов механики. 

          Основоположником механики как науки является Архимед. Он создал уче-

ние о равновесии сил приложенных к рычагу, учение о центре тяжести тела. 

Большой вклад в науку внесли труды Ньютона, Лагранжа, Даламбера, Пуансо, и 

русских ученых: Остроградского, Чебышева, Ковалевской, Мещерского и др.  

          Курс теоретической механики делится на три раздела: статику, кинематику 

и динамику. 

          Статика – раздел механики, в котором изучаются методы преобразования 

систем сил в эквивалентные системы и устанавливаются условия равновесия сил, 

приложенных к твердому телу. 

          Кинематика – раздел механики, в котором изучается движение материаль-

ных тел в пространстве, вне связи с силами, определяющими это движение. 

          Динамика – раздел механики, который изучает движение материальных тел 

в пространстве в зависимости от действующих на них сил и устанавливаются об-

щие законы этого движения. 

          Материальное тело, размеры которого в конкретных условиях можно не 

учитывать, принято называть материальной точкой. Например, при изучении 

движения планет солнечной системы вокруг Солнца их размерами, по сравнению 

с их расстояниями от Солнца, пренебрегают и рассматривают эти планеты как ма-

териальные точки.  

Системой материальных точек называют такую совокупность материаль-

ных точек, в которой положение и движение каждой точки зависит от положения 

и движения других точек этой системы.  

В теоретической механике рассматриваются такие тела, расстояние между 

любыми точками которых остается постоянным. Такие тела называют абсолютно 

твердыми. 

          Важнейшим понятием теоретической механики является понятие силы.  

          Сила – это есть мера механического взаимодействия между материальными 

телами, определяющая интенсивность и направление этого взаимодействия. Сила 

определяется: точкой приложения, направлением, численным значением (моду-

лем). Сила изображается вектором (рис.1). 
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Рис.1. Изображение силы Р. 

   
          Прямая, совпадающая с направлением силы, называется линией действия 

силы. За единицу силы в технической системе единиц принимается 1 кг (1 кг = 

=9.8 н). 

          Совокупность нескольких сил, действующих на данное тело или систему 

тел, называется системой сил. Системы сил, вызывающие одинаковое изменение 

кинематического состояния тела, называют эквивалентными системами сил. 

Сила, эквивалентная некоторой системе сил, называется равнодействующей си-

лой. Систему сил, под действием которой тело может находиться в состоянии по-

коя, называют системой взаимно уравновешивающих сил (рис.2). 
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  а)                                          б)  
Рис. 2. Изображение сил: а) система сил, б) системой взаимно уравновешивающих сил (силы Ф1 

и Ф2) 

 

Силы делят на 2 группы: 

1) внешние. Это силы, действующие на материальные точки данной систе-

мы со стороны материальных точек, не принадлежащих этой системе. 

2) внутренние. Это есть силы взаимодействия между материальными точ-

ками рассматриваемой системы. 

 

          

P    1    P    2    
N    1    

N    2    

N    

N    1    

N    2    

R    

P    1    P    2    
N    1    

N    2    

N    

N    1    

N    2    

R    

 
Рис. 3. Внешние и внутренне силы. 

          

 Рассмотрим основные аксиомы статики. 

     1. Аксиома инерции. Под действием взаимно уравновешивающихся сил мате-

риальная точка находится в состоянии покоя или движется прямолинейно и рав-

номерно. 
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     2. Аксиома равновесия двух сил. Две силы, приложенные к твердому телу, вза-

имно уравновешиваются тогда и только тогда, если их модули равны, и они 

направлены по одной прямой в противоположные стороны. 

3. Аксиома присоединения и исключения уравновешиваю-

щих сил. Если к твердому телу, находящемуся под действи-

ем некоторой системы сил, приложить уравновешивающу-

юся систему или исключить такую систему сил, то получит-

ся система сил, эквивалентная заданной системе. 

          Например, твердое тело, под действием сил 4321 PPPP , тело находится в   

состоянии покоя или совершает движение. При-

ложим к нему 2 равные силы, но направленные в 

противоположные стороны. Если тело в покое, то 

оно сохранит его, если в движении, то так же бу-

дет двигаться, только под действием сил 

214321 ффPPPP . Системы эквивалентны.        

Следствие. Не изменяя состояния абсолютно твер-

дого тела, силу можно переносить вдоль ее линии действия, сохраняя неизменным 

ее модуль и направление. 

 Таким образом, силу можно переносить в любую 

точку по линии действия, сохраняя модуль и 

направление. Поэтому в статике твердого тела, 

сила рассматривается как скользящий вектор. 

 

          4. Аксиома параллелограмма сил. Равнодействующая 2-х пересекающихся 

сил приложена в точке пересечения и изображается диагональю параллелограмма, 

построенного на этих силах. 

    

                21 PPR   
 

фPPPPR cos2 21

2

2

2

1   

 

 

 

 

          5. Аксиома равенства действия и противодействия.  Всякому действию соот-

ветствует равное и противоположно направленное противодействие. Эта аксиома 

утверждает, что силы действия 2-х тел друг на друга равны по величине и проти-

воположно направлены. Эта аксиома известна как один из законов классической 

механики. 

          6. Равновесие сил, приложенных к деформирующемуся телу, сохраняются 

при его затвердевании. Из этой аксиомы следует, что условия равновесия сил, 

приложенных к абсолютно твердому телу, должны выполнятся и для сил, прило-

женных к деформирующемуся телу. Однако в случае деформации тела это усло-

вие необходимо, но недостаточно.  

          Например: 
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1.2. Несвободное твердое тело. Связи. Реакции связей. 

          Твердое тело называется свободным, если оно может перемещаться в про-

странстве в любом направлении. Условия, ограничивающие движение тела, назы-

ваются связями. Тело, свобода движения которого стеснена связями, называется 

несвободным твердым телом. Сила, с которой связь действует на твердое тело, 

называется реакцией связи (силой реакции). Направление этой силы реакции 

противоположно тому направлению, в котором связь препятствует движению 

тела.  

Несвободное твердое тело можно рассматривать как свободное, на которое, 

кроме заданных сил, действуют реакции связей. 

Этот принцип называется принципом освобождаемости твердых тех от связей. 

          Рассмотрим примеры связей и, применяя этот принцип, определим силы ре-

акции этих связей.     
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Рис. 4. Связи. Типовые примеры.  Сила - Р, реакции - Т, S1 S2 направлены по нити. 

 

          Плоскость, ограничивающая движение 

шара, является для него связью. Если мыс-

ленно убрать связь, то чтобы шар удержался 

в покое, к нему надо приложить силу N  в 

точке качания, равную весу, и направленную 

вверх. N - реакция плоскости.  

 

 

 

 

Реакции Rа,  R1, R2 , Rд , Rв – направлены перпендикулярно к плоскости,G – сила 

тяжести. 
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шарнирно-неподвижная         шарнирно-подвижная 

  

В точке  А называется опора – шарнирно-неподвижная, которая препятству-

ет любому поступательному движению балки, но дает возможность ей поворачи-

ваться вокруг оси шарнира. От нее возникают две реакции по оси Х и по оси Y. 

Реакции можно направлять и в другую сторону, впоследствии знак расчета по-

кажет правильность направления.     

В точке В называется опора шарнирно-подвижная. От нее  возникает только одна 

реакция – по оси У, т.е. линия действия реакции этой опоры перпендикулярна 

опорной плоскости. 

В жесткой заделке  возникают три реакции (рис. 5, схема а, точка А) по осям Х,Y 

и крутящий момент МА. 

На рис. 5, схема б в точке А скользящая заделка, от нее возникают реакции по оси 

Y и крутящий момент;  в точке В жесткая заделка - возникают три реакции по 

осям Х,Y и крутящий момент МА. 

На рис. 5, схема в в точке А изображена бискользящая заделка, от нее возникает 

только крутящий момент, в точке шарнирно-неподвижная опора, от нее возника-

ют две реакции по оси Х и по оси Y. 

         
        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            

 

Рис. 5. Схемы закрепления.                                                                       

 

                    

Рис. 6. Реакции к схемам по рис. 5.  
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Моментом силы относительно данной точки называется взятие со знаком 

плюс  или минус произведение модуля этой силы не длину перпендикуляра, опу-

щенного из этой точки на линию действия силы. Расстояние данной точки от ли-

нии действия силы, называют плечом силы относительно точки.  
|;|)(0 FhFM   ;25.00 ABOM   

h – расстояние, из точки опущен перпендикуляр на направление 

силы.  

Условимся знак момента определять так: 

1) если сила стремится повернуть рычаг по часовой стрелке, 

то  знак момента минус; 

2) если против часовой стрелки, то плюс. 

Если сила проходит через т. О, то h=0 и ;0)(0 FM  

Т.к. сила выражается в кН, а h – в м, то размерность момента кН М  

 

Проекции силы на 2-е взаимно перпендикулярные оси на плоскости. 

         Возьмем оси координат X,Y. Силу P  можно разложить на две составляющие 

силы xP  и yP , направленные параллельно 

этим осям. 

ji,  - единичные векторы, направленные по 

осям x,y 

X,Y – проекции силы на эти оси. 

 

yx PjPiP   

Проекции сил будут определяться  











yy

xx

PjP

PiP
 

 Отсюда: yjxiP   

Из Aad  и Abd : 
















),(cos

),(cos

jPPY

iPPX
 

где


),( iP  и 


),( jP   - углы, составленные силой с положительными направлениями 

осей X,Y. Угол отсчитывается от оси по часовой стрелке или против, только чтоб 

угол не превышал 180 . 

 

 

 

 
 

Таким образом проекция силы на ось определяется произведением модуля силы 

на cos угла между направлениями оси и силы. 

         Частные случаи: 

1)   < 90             проекция положительна  cosPx    

2)   90             проекция равна нулю       090cos  Px  
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X    

Y    

O    
x    

y    

A    a    

b    d    

i    

j    

P    x    

P    y    

X    

Y    

O    

α    
x    

X    

P    

α    
x    x    

P    P    

α    β    α    
x    

X    

P    

α    
x    x    

P    P    

α    β    
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3)   < 90             проекция отрицательна.     sincos PPx       

          При решении задач знак проекции определяется по чертежу. По известным 

проекциям можно найти модуль и направление силы P: 
22 yxP   

P

x
iP 



),(cos ;    
P

y
jP 



),(cos . 

 

Для определения реакций составляются уравнения равновесия. 

Все задачи на равновесие сил, приложенных к некоторому телу (точке) решают-

ся по следующему плану: 

1. показывают на тело действующие силы. 

2. мысленно освобождают тело от связей, заменяя их действие соответствующими 

реакциями. 

3. к полученной системе сил применяем условия равновесия, соответствующие 

этой   системе. 

4. определяем искомые величины.  

 

Пример расчета. Дано: схемы закрепления бруса (рис. 5, а, б, в): сила Р=5 кН; 

момент М = 8 кНм, распределенная нагрузка q = мкН /2.1 . 

        Определить реакции опор для того способа закрепления, при котором момент 

AM  в заделке имеет наименьшее числовое значение. 

Решение. Рассмотрим систему уравновешивающихся сил, приложенных к кон-

струкции. Действие связей на конструкцию заменяем их реакциями (риc. 6): в 

схеме а - AX , AY , AM , в схеме б - AY ' , AM '  и BR , в схеме в - AM '' , BX  и BY .  

Равномерно распределенную нагрузку интенсивностью q заменяем равно-

действующей нагрузкой Q=q2=2.4 kH. (2 – длина на которой  действует q) 

         Чтобы выяснить,  в каком случае момент в заделке является наименьшим, 

найдем его для всех трех схем, не определяя пока остальных реакции. 

Для схемы а 

  ;0iAM  545sin2  QMPM A . 

         Вычисления дают  

мkHM A  07.11 . 

            Для схемы б 

  ;0iCM 05'  QMM A  и мkHM A  00.4' . 

         Для схемы в 

  ;0iBM  01''  QMBDPM A  и мkHM A  36.31'' . 

Здесь 

мEDBEBD 24.4222   
         Таким образом, наименьший момент  в заделке получается при закреплении 

бруса по схеме б. Определим остальные опорные реакции для этой схемы: 

Сумма всех сил, действующих по оси Х должна быть равна нулю. 

  ;0iX  045cos  BRP  откуда BR 3.54 кН; 

Сумма всех сил, действующих по оси Y должна быть равна нулю. 

  ;0iY  045sin'  QPY A  откуда AY ' 5.94 кН; 
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 Задача С1.  

    Определить реакции стержней, удерживающих грузы F1 и F2. Массой стержня 

пренебречь. Номер схемы и  данные  своего варианта  взять из таблицы 1. Схемы 

к задаче приведены на рис.7. 

               Таблица 1. 

№ варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

№ схемы 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 

F1,  кН 0,6 1,2 0,3 1,0 0,3 0,2 0,2 0,2 0,9 0,2 0,1 0,4 1,2 0,8 0,9 

F2,  кН 0,8 0,4 1,2 0,8 0,9 0,6 0,5 0,8 0,3 0,7 0,5 0,8 0,4 0,2 0,3 

№ варианта 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

№ схемы 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

F1, кН 0,4 0,3 0,6 0,2 0,5 0,8 0,4 1,2 0,8 0,9 0,5 0,8 0,4 0,5 0,8 

F2, кН 0,5 0,8 0,4 0,5 0,8 0,4 0,2 0,8 1,0 0,6 0,4 0,3 0,6 0,2 0,5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.7.  Схемы к задаче С1 

 



 11 

Последовательность решения задачи: 

1. Выбрать тело (точку), равновесие которого следует рассматривать. 

2. Освободить тело  (шарнир В)  от связей и изобразить действующие на 

него активные силы и реакции отброшенных связей. При чем реакции 

стержней  следует  направить от шарнира В, так как принято считать 

предположительно стержни растянутыми. 

3. Выбрать систему  координат, совместив ее начало с точкой В, и соста-

вить уравнения равновесия, используя условия равновесия системы схо-

дящихся сил на плоскости Fx= 0; Fy = 0. 
4. Определить реакции стержней из решения указанной системы уравнений. 

5. Проверить правильность полученных результатов по уравнению, которое 

не использовалось при решении задачи, либо решить задачу графически. 

 

Пример расчета к заданию С1.  
Определить реакции стержней, удерживающих грузы F1=70 кН и F2=100 кН 

(рис.8,а). Массой стержней пренебречь. 

1. Рассматриваем равновесие шарнира В  (рис.8,а). 

2. Освобождаем шарнир В от связей и изображаем действующие на него ак-

тивные силы и реакции связей  (рис.8,а). 

3. Выбираем систему координат и составляем уравнения равновесия для си-

стемы сил, действующих на шарнир В, т. е. определяем сумму проекций 

всех сил системы на ось х и у. 

 

2

0 0

1 45 30 0.xF RCos F Cos         (1) 

 

030sin 1

0

22  FFRFy       (2) 

 

4. Определяем реакции стержней R1 и R2, решая уравнения (1),(2). Из уравнения 

(1): 
0

2
1 0

30 100 0,866
122,6

45 0,707

F Cos
R

Cos


      кН. 

 

а)                                                                              б)                                                          в) 

                                                     

y    

3    0    
0    

x    

F    2    R    2    и    с    т    

R    2    

F    1    

R    1    

4    5    
0    

         
Рис. 8. К примеру решения задачи С1 

 

Подставляем найденное значение R1 в уравнение (2) и получаем: 

4 
  
 

5 
  
 

3    0    

F    1    F    2    

2    1    
a    

b    

c    

d    

R    1    

R    2    
F    1    F    2    

3    0    
0    

4    5    
0    
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 R2 =F1 -F2 Sin 30°—Rl Sin 45° = 70—100 0,5—122,6 0,707=66,6 кН. 

 

Знак минус перед значением R1 указывает на то, что первоначально выбранное 

направление реакции R2—следует направить  в противоположную сторону, т.е. 

к шарниру В (на  рис. 2,б истинное направление реакции R2 показано штриховым 

вектором). Таким образом, второй шарнир работает на сжатие. 

5.  Проверяем правильность полученных результатов, решая задачу графиче-

ски (рис. 8,в). Полученная система сил (рис. 8,б) находится в равновесии, следо-

вательно, равнодействующая данной системы сил равна нулю.  

                                                 1 2 1 2 0R F F R R     .   

И поэтому, силовой многоугольник, построенный для этой системы сил, должен 

быть замкнутым. 

Строим силовой многоугольник в следующем порядке (рис. 8,в): 

а) в выбранном масштабе (например, µсил = 2 кН/мм) откладываем заданную силу  

F1 ( 1Fba


 ), 

б) затем из точки b под углом 30° к горизонту откладываем силу F2 ( 2Fcb


 ), 

в) далее из точек а и с проводим прямые, параллельные положениям стержней 1 

и 2. Эти прямые пересекаются в точке d и в результате построения   образуется 

замкнутый многоугольник abсd, в котором сторона 1Rdc


 , а сторона 2Rad


 . 

Измерив длины этих сторон (в мм) и умножив на масштаб построения μсил, полу-

чаем значения реакций стержней: 

     R2 = cd*μсил = 332 = 66 кН  

     R1 = da*μсил = 612=122 кН. 

Графическое решение подтверждает правильность первого решения. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 13 

Задача С2.  Определение реакций опор твердого тела 

Для заданных балок и рам (рис. 9) определить опорные реакции. Данные своего 

варианта взять из таблицы 2, а номер схемы  в соответствии с последней цифрой 

варианта. 
Таблица 2. К задаче С2 

№ варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

а, м 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 

q, Н/м 5 5 5 10 10 10 5 5 5 5 

№ варианта 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

а, м 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 

q, Н/м 5 5 5 10 10 10 5 5 5 10 

№ варианта 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

а, м 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

q, Н/м 4 4 4 6 6 6 3 3 3 7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Рис. 9. К задаче С2 
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Пример решения задачи C2. Жесткая пластина ABCD (рис. 10) имеет в 

точке А неподвижную шарнирную опору, а в точке В - подвижную шарнирную 

опору на катках. Все действующие нагрузки и размеры показаны на рисунке. 

 

Дано: F = 25 кН,  = 60°, Р = 18 

кН,  = 75°, М = 50 кН  м, 

  =30°, l= 0,5 м. 

Определить: реакции в точках А 

и В, вызываемые действующими 

нагрузками. 

 

 

Решение. 1. Рассмотрим равновесие пластины. Проведем координатные оси 

ХУ и изобразим действующие на пластину силы:  

а) активные силы (нагрузки): силу F  и пару сил с моментом М; 

б) реакции связей:  

- в точке А связью является неподвижная шарнирная опора, ее реакцию изобра-

жаем двумя составляющими AA YX , , параллельными координатным осям; 

- в точке В связью является подвижная шарнирная опора на катках, ее реакция 

направлена перпендикулярно плоскости опоры катков; 

- в точке D связью является трос, реакция троса T  направлена вдоль троса от пла-

стины (по модулю Т = Р).  

2. Для полученной плоской системы сил составим три уравнения равнове-

сия. При вычислении момента силы F  относительно точки А разложим силу F  

на составляющие )sin,cos(,  FFFFFF   и учтем, что  

)()()( FmFmFm AAA  . Получим  

,075sin60cos30sin,0 
 TFRXF BAkx                              (1) 

,075cos60sin30cos,0 
 TFRYF BAky                                (2) 

( ) 0, cos30 4 cos60 2 sin60 3 sin75 2 0.A k Bm F M R l F l F l T l                   (3) 

Решение системы уравнений начинаем с уравнения (3), так как оно содержит одну 

неизвестную BR : 







l

lTlFlFM
RB

430cos

275sin360sin260cos




3.7
5.0430cos

5.0275sin185.0360sin255.0260cos2550











кН. 

Подставляем BR  в уравнение  (1): 

.  кН  5.875sin1860cos2530sin3.7

75sin60cos30sin







 TFRX BA . 

Подставляем BR  в уравнение  (2): 

Рис. 10. К примеру решения задачи С2 
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.кН3.2375cos1830cos2530cos3.7

75cos60cos30cos







 TFRY BA
 

Проверка. Составим, например, уравнение 0 )F(m kB  (или уравнение 

моментов относительно  любой другой точки (кроме А). Если задача решена вер-

но, то эта сумма моментов должна быть равна нулю.  

 lFlFlTlTlYMFm AkB
 60sin260cos275sin475cos4)(  

  .05.060sin25160cos25175sin18275cos1823.2350    

Ответ: ХА = -8,5 кН, YA = -23,3 кН, RB = 7,3 кН. Знаки указывают, что состав-

ляющие реакции шарнира AX  и AY  направлены противоположно показанным на 

рис. 10. 
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Тема 2. Кинематика 

      Кинематикой называется раздел механики, в котором изучается движение 

материальных тел в пространстве с геометрической точки зрения, вне связи с си-

лами, определяющими это движение. 

      Слово «кинематика» происходит от греческого слова «кинема», что значит 

движение. «Движение», рассматриваемое в самом широком смысле слова, есть 

происходящие во Вселенной изменения и процессы, начиная от простого переме-

щения и кончая мышлением. «Материя без движения так же немыслима, как дви-

жение, и движущаяся материя не может двигаться иначе, как в пространстве и во 

времени» (Энгельс). Таким образом, всякое движение происходит в пространстве 

и во времени. Движение и материя существуют вечно и не могут быть ни созданы, 

ни уничтожены. 

      В теоретической механике изучается простейшая форма движения материи 

– механическое движение, т.е. происходящее во времени и в пространстве изме-

нение положения одного тела относительно другого, с которым связана система 

координат, называемая системой отсчета. 

      Систему отсчета можно связать с любым телом. Эта система может быть 

движущейся и условно неподвижной. 

      При изучении движений на Земле за условно неподвижную систему отсче-

та обычно принимают систему осей, неизменно связанных с Землей. 

      Тело, положение которого по отношению к выбранной системе отсчета не 

изменяется, находится в состоянии относительного покоя по отношению к этой 

системе. Время предполагается во всех системах отсчета одинаковым и не зави-

сящим от движения одной системы по отношению к другой. Оно рассматривается 

как непрерывно изменяющаяся величина и обозначается t . За единицу времени 

принимается 
360024

1
1


сек  средних солнечных суток. 

       Представления древнего мира о движении ограничивались равномерным 

движением и его скоростью, как 
t

S
. В эпоху Возрождения уточнилось представ-

ление о неравномерном движении и криволинейном. Впервые понятие ускорения 

было введено Галилеем и обобщено для случая криволинейного движения гол-

ландским физиком Гюйгенсом. Он первый применил разложения ускорения на 

оси. Быстрое развитие техники в начале XIX века, особенно машиностроения, по-

требовало исследования геометрических свойств движения тел. Кинематика вы-

делилась в самостоятельный раздел, причем особое значение приобрела кинема-

тика механизмов. 

 

2.1. Траектория движения. Виды траектории. 

           Движущаяся точка описывает в пространстве неко-

торую линию. Эта непрерывная линия, описываемая дви-

жущейся точкой в пространстве, называется траекторией 

движения точки. По виду траектории все движения точки 

делятся на прямолинейные и криволинейные. 

      Изучение движения точки заключается в определении 
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основных характеристик этого движения: положения точки в выбранной системе 

отсчета, а также ее скорости и ускорения в любой момент времени. Эта задача 

решается различными методами. Существуют три способа движения точки: есте-

ственный, векторный и координатный. 

 

2.2. Координатный способ задания движения точки.  

Уравнение движения точки в декартовых координатах 

Положение точки М  в системе отсчета OXYZ  определяется 

тремя декартовыми координатами точки zyz ,, . При движе-

нии точки  М  ее координаты изменяются с течением вре-

мени. Следовательно, координаты zyx ,,  являются функци-

ями времени: 

 

 

 













tfz

tfy

tfx

3

2

1

 

Эти уравнения называются уравнениями движения точки в декартовых координа-

тах. 

     Эти уравнения вполне определяют движение точки, т.е. для каждого момента 

времени t  найти соответствующие координаты zyx ,,  и по ним определить поло-

жение точки в пространстве в этот момент времени. 

     Движение точки М  в одной плоскости определяется двумя уравнениями дви-

жения:  

 

 







tfy

tfx

2

1  

Прямолинейное движение точки М  определяется одним 

уравнением движения:  
 tfx   

     Уравнения движения, определяющие координату zyx ,, , в 

любой момент времени, можно рассматривать как парамет-

рические уравнения траектории. При исключении параметра 

t  из уравнений движения получаются уравнения траектории, связывающие коор-

динаты его точек. 

     Пусть уравнения движения имеют вид: 

 

 

 













tfz

tfy

tfx

3

2

1

 

Решив 1-ое уравнение относительно t , получим: 
 tt   

Подставив полученное для t  выражение в 2 другие, получим два уравнения траек-

тории точки: 

  
  








xfz

xfy





3

2  

Как известно, линии в пространстве соответствуют 2 уравнения с 3-мя координа-

тами. Пусть движение точки М  в плоскости задано уравнениями.  
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 

 







tfy

tfx

2

1  

Исключая параметр t :  xt  , получим 1-ое уравнение траектории:   xfy 2   

     Помимо декартовых координат для определения положения точки на плоско-

сти и в пространстве, применяют полярные, цилиндрические, сферические коор-

динаты. 

     Пример 1. Концы линейки АВ  движутся по двум взаимно   прямым LL  и 

MM  , причем угол OBA , изменяется пропорци-

онально времени, т.е. t  . Составить уравнение 

движения точки 0M , находящейся от концов ли-

нейки на расстояниях: aAM 0 ; bBM 0  и опреде-

лить ее траекторию. Предположим, что 

00 AMDМ  ; EMBM 00  . Прямые LL  и MM   при-

мем за оси координат. Из точки 0М  опустим   на 

оси. 













sin

cos

0

0

bEMy

aDMx
 














b

y
t

a

x
t





sin

cos

  

 

Для определения траектории точки M  исключаем из уравнений время t : 

t
a

x
2

2

2

cos ; t
b

y
2

2

2

sin    1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

Полученное уравнение траектории точки 0М  является уравнением эллипса с по-

луосями a  и b  с центром в начале координат. При изменении положения точки 

0М  на линейке изменится форма эллипса. На этом принципе устроен эллипсограф 

– прибор для вычерчивания эллипсов.  

 

 

2.3. Определение скорости точки при задании ее движения естественным 

способом. Проекции скорости на касательную к траектории. 
 

Определим скорость точки, когда известна тра-

ектория движения AB , начало и направление дуговой 

координаты и уравнение движения  tfS  . Пусть в 

момент времени t  точка занимает положение М , а 

при ttt 1  – положение 1M . Дуговая координата 

этих точек имеет следующее значения: 

OMS  ; 11 OMS  ; SSММOMOM 


11  
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где


 1ММS  – приращение дуговой координаты. Из точки 1O  в точку M  проведем 

радиус-вектор r


 и определим скорость точки в момент t  по формуле: 

dt

rd
v



  

Введем в качестве промежуточной переменной дуговую координату – S , от 

которой зависит радиус-вектор движущейся точки. Действительно, каждому зна-

чению S  соответствует определенное значение r


, т.е. r


 можно рассматривать не 

только функцию времени, но и S .  

dt

ds

ds

rd
v 




 

S

r

ds

rd

oS 







lim , вектор 

S

r






 направлен также, что и r


 . При 0S  его направление 

стремится к направлению касательной, проведенной в точке М  в сторону увели-

чения дуговой координаты S . Модуль этого вектора стремится к 1. 

1limlim

1

1

0 1







ММ

MM

S

r

MMS


 

1
dS

rd


 и направлен по касательной к кривой в сторону увеличения дуговой 

координаты. Вектор 
dS

rd


 является ортом этого направ-

ления. Обозначим этот орт 0r


; 

dS

rd
r



0 ; тогда 

dt

dS
rv  0


 

Производная 
dt

dS
 есть проекция вектора скорости на 

касательную, т.е. определяет алгебраическую величину скорости. Условимся 0r


 

выбирать в направлении возрастания дуговой координаты. При этом: а) 0
dt

dS
, 

функция S  возрастает. Точка движется в сторону возрастания S . v


 совпадает с 0r


. 

 

а) б)    0
dt

dS
 

 

 

 

 

 

Модуль вектора скорости равен 
dt

dS
v 


, т.о. модуль вектора скорости равен 

абсолютной величине производной от дуговой координаты точки по времени. 

a) 0
dt

dS
;  

dt

dS

dt

dS
v  ; б) 0

dt

dS
;  

dt

dS

dt

dS
v  ; 

vrv  0


                                                                             vrv  0


  

-    0    +    

r    o    

v    
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Пример. Точка движется по окружности радиусом смR 150  согласно уравнению: 

3

12

1
650 ttS  . ( t - в секундах; S - в сантиметрах). 

Определить: 1) среднюю скорость точки за первые 6 секунд отсчитанной от нача-

ла момента. 

2) скорость точки в конце 6-ой и 12-ой секунды. 

3) дуговую координату точки, при которой скорость 10 сексм  

Решение: дуговая координата возрастает: 

1)   0t                   смS 500    

      6t                   смS 1046
12

1
6650 3

6   

      06606,06,0 5450104 SSММсмS    

      
6

9
6

54 6,0

6,0

v
vссмv срср   

       12t                смS 26612
12

1
12650 3

12   

       смSSMM 16210426661212612,6   

       ссмvср 27
6

162

6
12,6

6,0



 

2)  Находим модуль скорости в любом направлении: 

        2

4

1
6 t

dt

dS
v   

         При ct 6                                                                        При ct 12  

        ссмv 1536
4

1
66                                                    ссмv 42144

4

1
612   

Точка движется в положительном направлении отсчета дуговой координаты, по-

этому точки 6v  и 12v  направлены также как орты  . Средняя скорость точки 

ссмvср 27126   за промежуток времени от 6 до 12 секунды не совпадает с полу-

суммой модулей начальной и конечной скоростей этого промежутка 

ссм
vv

5,28
2

4215

2

126 





, т.к. движение точки не является равнопеременным. 

3) Определим дуговую координату точки, соответствующую заданной скорости. 

      2

4

1
6 tv  ; 2

4

1
610 t ; 162 t ; ct 4  

Подставляем в уравнение движения смS 3,794
12

1
4650 3

4   

 

2.4. Определение скорости точки при задании ее движения координат-

ным способом. Проекции скорости точки на неподвижные оси декартовых 

координат. 

Пусть даны уравнения движения: 

 tfx 1 ;  tfy 2 ;  tfz 3  

Обозначим орты осей координат kji


,, . 

Проведем радиус-вектор r


  

MBOAOM   

С    

М    6    

М    1    2    

М    0    

v    0    

v    6    

v    1    2    

0    
+    

-    
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или: zkyjxir


 , т.к. 
dt

rd
v



 , найдем производную от радиуса-вектора: считая 

kji


,,  постоянными  и их можно вынести за знак производной. 

dt

dz
k

dt

dy
j

dt

dx
i

dt

rd
v 




 

Построив параллелепипед, можно разложить v


 на составляющие: 

zyx vkvjviv 


 

 

Анализируя, находим: 

dt

dx
vx  ; 

dt

dy
v y  ; 

dt

dz
vz   

Т.о., проекции скорости точки на неподвижные 

оси декартовых координат равны первым произ-

водным от соответствующих координат точки по 

времени. Или можно записать: 

xvx
 ; yv y

 ; zvz
  

222222

zyx vvvzyxv    

Направление вектора определяется по направля-

ющим cos : 

v

v
iv x






 
;cos ; 

v

v
jv

y








 
;cos ; 

v

v
kv z






 
;cos  

Движение на плоскости задается двумя уравнениями: 

 

 







tfy

tfx

2

1            22 yxv   ; 
v

vxcos ; 
v

v y
cos  

При прямолинейном движении уравнение одно:  yxM ,  

 tfx 1 ; 
dt

dx
vv x   

 

 

При 0xv  точка движется по направлению x . При 

0xv  противоположно направлению x .   

 

 

Изобразим траекторию точек АВ  и еѐ скорость в 

произвольный момент времени t  и годограф скорости 

CD  этой точки.  

Проекциям скорости на оси будут 















zvZ

yvY

xvX

z

y

x






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2.5. Определение скорости и ускорения точки по заданным уравнениям ее 

движения. 

         По заданным уравнениям движения точки М установить вид ее траектории и 

для момента времени 1tt   (с) найти положение точки на траектории, ее скорость, 

полное, касательное и нормальное ускорения, а так же радиус кривизны траекто-

рии. 

         Пример выполнения задания. Исходные данные: 

;4tx   ;116 2  ty                                                                          (1) 

5.01 t  (x и y –  в см, t и 1t  - в с.) 

Решение. 

         Уравнение движения (1) можно рассматривать как параметрическое уравне-

ние траектории точки. Чтобы получить уравнения траектории в координатной 

форме, исключим время t из уравнении (1). 

         Получаем 12  xy , т.е. траекторией точки является парабола, показанная на 

рис. 12. 

         Вектор скорости точки  

jvivv yx  .                                                                                  (2) 

         Вектор ускорения 

jaiaa yx  . 

Здесь i  и j  - орты осей x и y; xv , yv , xa , ya  - проекции скорости и ускорения точки 

на оси координат. 

         Найдем их, дифференцируя по времени уравнения движения (1): 

ссмxvx /4
.

 ; ;0
..

 xax                                                              (3) 

;32
.

tyvy   ;/32 2
..

ссмya y     

         По найденным проекциям определяется модуль скорости: 
22

yx vvv                                                                                      (4) 

и модуль ускорения точки: 
22

yx aaa  .                                                                                  (5) 

         Модуль касательного ускорения точки 

|,/| dtdva                                                                                      (6) 

или 

|;/| vava                                                                                     (6’) 

|;/)(| vavava yyxx                                                                     (6’’) 

dv/dt выражает проекцию ускорения точки на направление ее скорости. Знак «+» 

при dv/dt означает, что движение точки ускоренное, направление a  и v  совпада-

ют; знак «-» - что движение замедленное. 

         Модуль нормального ускорения точки 

./2 van                                                                                          (7) 

Если радиус кривизны траектории ρ в рассматриваемой точке неизвестен, то na  

можно определить по формуле  

./|| vavan                                                                                      (8) 
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При движении точки в плоскости формула (8) принимает вид 

./|| vavava xyyxn                                                                            (8’) 

         Модуль нормального ускорения можно определить и следующим образом: 
22

aaan  .                                                                                                  (9) 

         После того как найдено нормальное ускорение по формулам (8) или (8), ра-

диус кривизны траектории в рассматриваемой точке определяется из выражения 

nav /2 .                                                                                                         (10) 

         Результаты вычислении по формулам (3) - (6), (8) и (10) для заданного мо-

мента времени 5.01 t  с приведены в таблице 3. 

Таблица 3. 

Координаты, 

см 

Скорость, см/с Ускорение, 2/ ссм  Радиус 

кривизны, 

см 

x y 
xv  yv  y 

xa  ya  a  a  na  ρ 

2.0 3.0 4.0 16.0 16.5 0 32.0 32.0 31.0 7.8 35.0 

 

 

         На рис. 12 показано положение точки М в за-

данный момент времени. Вектор v  строим по со-

ставляющим xv  и yv , причем этот вектор должен по 

направлению совпадать с касательной к траектории. 

Вектор a  строим по составляющим xa  и ya  и затем 

раскладываем на составляющие a  и na . Совпадение 

величин a  и na , найденных из чертежа, с их значе-

ниями, полученными аналитически, служит контро-

лем правильности решения. 

          

 
                

 

 

 

 

 

 Рис. 12. 
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Задача К1. Определение скорости и ускорения точки  

по заданным уравнениям ее движения 

Найти уравнение траектории, скорость и ускорение точки, если движение 

этой точки задано уравнениями в декартовых координатах 

(табл.4):    1 2, .x f t y f t   

Кроме того, построить положения этой точки и вычислить скорость  и  ускорение  

для момента  t1, а также показать на рисунке вид траектории, где x и y заданы в 

сантиметрах, а t – в секундах. 
Таблица 4 

№ варианта x y t1 

1 
22

2
Sin t


 

22
2

Cos t


 1 

2 22t -2 4t +4 1 

3 1+
2

4
Cos t


 3+

2

2
Sin t


 2 

4 3Sin t  2 2Cos t  1 

5 2
2

Sin t


  2 Cos t  2 

6 6 2
4

Sin t


  6 2
4

Cos t


  3 

7 220 5t   
215 3t   1 

8 24 2t t  
21,5 3t t  1 

9 20t  2245 49t  1 

10 22Cos t  
22Sin t  2 

11 28 2t  4 1t   1 

12 
25

4
Cos t


 

22
4

Sin t


 1 

13 10t  220 5t t  1 

14 2
4

Cos t


 
2

Sin t


 2 

15 2 6t t  2,5t  2 

16 5 3
2

Cos t


  4
2

Sin t


 1 

17 10 5t   
24,9t  1 

18 5t  
24,9 5t   1 

19 
22

2
Cos t


 2Sin t  0,5 

20 2
2

Sin t


 2
2

Cos t


 0,5 

 

 

 

 



 25 

 

 

 

 

Пример расчета К1. Уравнения движения точки в плоскости заданы коор-

динатным способом и имеют вид: 

x
t

 4
2

sin


,                        (1) 

y
t

 6
2

cos


,                          (2) 

где время t задано в секундах, координаты  x, y – в метрах. 

Найти: уравнение траектории точки; положение точки на траектории при 

t t 0 0  (начальное положение) и при t t 1 1 3 c ; скорость V  точки; ускоре-

ние a  точки; касательное a , нормальное na  ускорения точки и радиус кривизны 

траектории  . В каждом пункте выполнить соответствующие построения на ри-

сунке. 

Решение.  1. Найдем уравнение траектории, исключив из (1) и (2) параметр 

t - время.  Способ исключения t зависит от вида функций в правых частях (1), (2). 

В данном случае найдем из (1), (2) соответственно 

sin , cos
 t x t y

2 4 2 6
    . 

Возводя полученные соотношения в квадрат, после этого складывая их и учиты-

вая, что sin cos2 2 1   , найдем : 

x y2

2

2

24 6
1  . 

№ варианта x y t1 

21 
22 4

2
Sin t


  

22 2
2

Cos t


  1 

22 22 3t   4t  1 

23 
28

4
Cos t


 

22
2

Sin t


  2 

24 3 Sin t  2 2Cos t  1 

25 2
4

Cos t


 2
4

t
Sin


 2 

26 
22

4
Sin t


 2

2
Cos t


 3 

27 210 3t   
220 5t   1 

28 28 2t t  
25 2t t  1 

29 20 2t  225 9t  1 

30 2 2Cos t  22 2Sin t  2 

31 2 22 3 6t t   
23 3 / 2 3t t   0 
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Из этого уравнения следует, что траекторией точки является эллипс, полуоси ко-

торого равны 4 м и 6 м, а центр имеет координаты (0, 0). 

Выберем масштаб координат и выполним рисунок. Следует заметить, что 

приведенный рисунок (Рис. К1) имеет вид, соответствующий уже окончанию ре-

шения; свой рисунок рекомендуется делать по мере продвижения решения. Это 

позволяет контролировать получаемые результаты и делает их более наглядными.  

2. Находим положение точки при t t 0 , подставляя это значение t в (1) и 

(2): 

t t
x x

y y
  

 

 





0
0

0

0
0

6
      

 м.

,
 

3. Находим положение точки при t t 1, подставляя это значение t в (1) и (2): 










м. 20,5м 33

,м  2
      c 31

1

1
1

yy

xx
tt  

Указываем на рисунке точки M0  и M1 , учитывая масштаб координат. 

4. Найдем скорость точки. Из теории следует, что при координатном спосо-

бе задания движения определяются сначала проекции скорости на оси координат. 

Используя  (1) и (2)  - уравнения движения точки - находим 

2
cos2

2
sin4

tt

dt

d

dt

dx
Vx










 
  ,                                (3) 

2
sin3

t

dt

dy
Vy


  .                                           (4) 

Модуль скорости 22
yx VVV  . Подставляя сюда (3), (4), получим 

 
2

sin54
2

sin9
2

cos4 22222 ttt
V








 .                     (5) 

 При  t t 1 1 3 с :   ì/c 44,5 ì/c  31 xV ,    м/c  м/c 71,4
2

3
1 


yV , 

 м/c   м/c 20,72211 V .                                          (6) 

Выберем масштаб для скоростей (рис. 13), проведем в точке M1 линии параллель-

ные осям x и y, и на этих линиях в масштабе скоростей отложим отрезки: 5,44 по 

оси x  и - 4,71 по оси y, что соответствует величинам и знакам найденных проек-

ций вектора скорости. На этих составляющих строим параллелограмм (прямо-

угольник), диагональ которого по величине и направлению соответствует вектору 

1V . Проверьте следующее: длина построенного вектора должна получиться рав-

ной найденному значению м/c  м/c
2

20,7
21

1 


V  (с учетом масштаба скоро-

стей). Вектор 1V  направлен по касательной к траектории в точке M1  и показыва-

ет направление движения точки по траектории. 

В точке M1  именно сейчас построим естественные оси: касательную 1  и 

главную нормаль n1  (эти оси потребуются  позже). Касательную 1  проводим 

вдоль 1V  ; главную нормаль n1  проводим перпендикулярно 1  в плоскости ри-
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сунка и направляем к центру кривизны траектории в точке M1  (в сторону вогну-

тости траектории). 

 

M

M 0

1

x

y

C

n

x

x

y

y

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

a

a

a

a

a

n

V

VV

 
Масштаб длины: _____ =1м, скорости ___ =1м/с, ускоре-

ния: __ =1м/с
2 

Рис. 13. К примеру К1. 

 

 

5. Находим ускорение точки, используя (3), (4): 

 
2

sin2

2

2 t

dt

dV

dt

xd
a x

x


  ,                                   (7) 

2
cos

2

3 2

2

2 t

dt

dV

dt

yd
a

y
y


 .                                 (8) 

Модуль ускорения a a ax y 2 2 . Из (7), (8) получим 

a
t t t

   
    4 2

4
2

2
2

2

9

4 2 2
4 5

2
sin cos cos .                   (9) 

Подставляя в (7) - (9) t t 1 1 3 c , найдем 

22
2

1 93,4
2

м/c м/с 


xa , 22
2

1 8,12
4

33
м/c  м/с 


ya , 

22
2

1 7,13
4

31
м/c  м/с 


a .                                (10) 

В точке M1  строим в масштабе проекции ускорений a ax y1 1 ,  , учитывая их вели-

чины и знаки, а затем строим вектор ускорения 1a .  Построив 1a , следует прове-

рить, получилось ли на рисунке 2
1 7,13 м/c a  (c учетом масштаба ускорений), и 

направлен ли вектор 1a  в сторону вогнутости траектории (вектор 1a  проходит че-
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рез центр эллипса, но это есть особенность данной задачи, связанная с конкрет-

ным видом функций (1) и (2)).  

 6. Находим касательное ускорение a  , характеризующее изменение моду-

ля V . 

 Учитывая (5), получим 
2

2

2

5 sin
4 5sin

2
4 4 5sin

2

dV d t t
a

dt dt t


  




 
     

  

. 

При t t 1 1 3 c  

22
2

1 66,4
74

5
м/с  м/c 


a .                                     (11) 

Касательное ускорение можно также найти, дифференцируя по времени ра-

венство .222
yx    Получим 

dt

d

dt

d

dt

d y
y

x
x








 222  , откуда следует  

.





yyxx aa

dt

d
a


  

Нормальную составляющую an  ускорения, характеризующую изменение 

направления V , можно найти по формуле 

 2Van ,                                                 (12) 

если   - радиус кривизны траектории заранее известен, или (учитывая, что, 

naa   и, следовательно, a a an
2 2 2   ) по формуле 

 a a an  2 2
 .                                            (13) 

Так как в данной задаче радиус   заранее неизвестен, то используем (13). Под-

ставляя (10), (11)  в (13), получим 
222

1 м/c 92,12м/c 216 na .                               (14) 

Вернемся к рис. 13. Ранее на этом рисунке вектор 1a  был построен по со-

ставляющим xa1 , ya1 . С другой стороны, этот вектор можно разложить на состав-

ляющие по естественным осям 1  и n1  (пользуясь правилом параллелограмма). 

Выполним это разложение и построим на рисунке векторы 1a  и na1 . Далее сле-

дует провести проверку: с учетом масштаба ускорений определить по рисунку ве-

личины a1 , a n1  и убедиться, что они совпадают с (11), (14).  

Заметим, что движение точки ускоренное, т.к. направления векторов 1V  и 

1a  совпадают (рис. К1). 

Найдем радиус кривизны  , используя (12), откуда следует, что naV 2 . 

Подставляя в последнее соотношение 1V  и a n1  из (6) и (14), получим радиус кри-

визны траектории в точке M1 : м 4  м 82171  . Отложим на рисунке от точки 

M1  по оси n1  отрезок M C1 1  длины 1  (в масштабе длин); полученная точка С1  

есть центр кривизны траектории в точке M1 . 
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Объединяя полученные результаты, запишем ответ: 

       1. траектория точки -  эллипс, имеющий уравнение  1
64 2

2

2

2


yx

; 

2. M x y0 0 00 6( , );   м  

3. ;м) 20,5м 33 м,  2( 111  yxM   

4. м/c   м/c  20,7
2

21
1 


V ; 

5. 22
2

1 7,13
4

31
м/c м/с 


a ;  

6. 22
2

1 м/с 66,4 м/c 
74

5



a ; 22 м/c м/c 92,12

21

6 2

1 


na ; 

    1

7 21

8
4  м  м . 

 

Обсудим некоторые особенности и частные случаи, которые могут встре-

титься в задачах.  

Если траектория точки - прямая линия, то   и, следовательно, 

02 Van . Найденное по величине и направлению ускорение a  равно ускоре-

нию a .  

Если траектория точки - окружность, то R , где R - радиус окружности 

(определяется из уравнения траектории). Если скорость V точки найдена, то 

RVVan
22  . Вектор na  направлен к центру окружности. Касательное уско-

рение dtdVa  , полное ускорение 22
 aaa n . 
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Тема 1. Статика.  

1.1. Основные понятия статики  
1.2. Несвободное твердое тело. Связи. Реакции связей. 

Задача С1. Пример расчета к заданию С1.  

Задача С2.  Определение реакций опор твердого тела 

Пример решения задачи C2.  

Тема 2. Кинематика 

2.1. Траектория движения. Виды траектории. 

2.2. Координатный способ задания движения точки.  

Уравнение движения точки в декартовых координатах 

2.3. Определение скорости точки при задании ее движения естественным спосо-

бом. Проекции скорости на касательную к траектории. 

2.4. Определение скорости точки при задании ее движения координатным спосо-

бом. Проекции скорости точки на неподвижные оси декартовых координат. 

2.5. Определение скорости и ускорения точки по заданным уравнениям ее движе-

ния. 

Задача К1. Определение скорости и ускорения точки по заданным уравнениям ее 

движения 

Пример расчета К1. 


